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Ajuste de dados de Volatilidade Implicita por
meio da parametrizacao SVI

1 Resumo

Esta proposta apresenta a parametrizacdo SVI (de Stochastic Volatility Inspired) como
alternativa a parametrizacdo por funcdo polinomial quadratica aos dados de volatilidade
implicita de ativos financeiros (Ddlar, Ibovespa) publicados pela BM&FBovespa.

2 Introdugao

Até a presente proposta, os dados de volatilidade implicita de ativos financeiros publicados
pela BM&FBovespa eram parametrizados por uma funcdo polinomial de segundo grau. As
principais limitacbes apresentadas por esta parametrizacdo sdo: i) ndo prever em sua
construgdo qualquer critério de ndo arbitragem para os parametros da fung¢do ajustada; ii) ndo
prever uma relacdo linear entre a respectiva varidncia e o preco de exercicio, K, quando
|K| — oo; iii) ser relativamente limitada em relacdo ao ajuste, principalmente para smiles mais
convexos, como apresentado adiante.

Nesta nota é apresentada como alternativa a parametrizacdo SVI (de Stochastic Volatility
Inspired), proposta por Gatheral em [1]. Nela os trés tdpicos mencionados acima sdo
atendidos, para cada smile da superficie de volatilidade implicita, e o efeito (no smile) da
variacdo de cada parametro relativamente intuitivo, como mostrado na préxima secdo. Além
disso, ha correspondéncia entre a parametrizacdo SVI e o modelo de volatilidade estocastica
de Heston para T — oo, 0 que promove uma interpretagao intuitiva dos parametros SVI. Vale
lembrar que o modelo de Heston é pautado nos seguintes processos estocdsticos para o ativo
objeto e para a volatilidade:

dS; = \Jv S dW,, Sy € RS
dv, = k(6 —v,)dt + a\/v_tdZt, voeR}
d{W,Z), = pdt,
comp € [—1;1]; k, 0, 0 e v, reais positivos com 2kf > o2.

Nas secbes a seguir sdo apresentados em detalhes o modelo e os métodos numéricos
adotados para realiza¢do do fit e para interpolagdo/extrapolacdo em cada smile.
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3 Modelo Teorico

Nesta secdo sdo detalhados aspectos técnicos da parametrizacdao bem como métodos para
interpolacdo em cada smile e no prazo.

3.1 Parametrizacao SVI

A formulagdo proposta por Gatheral [1] para a parametrizagdo SVI:

var(x)—oBS—a+b{ (x—m)+w/(x—m)2+a} (1)

onde ggs é a volatilidade implicita ao modelo de Black-Scholes, x = In(K/F), com K sendo o
preco de exercicio e F, o futuro do ativo subjacente. As restricdes de validade para esta
parametrizacdo sdo as seguintes [1]:

b>0
c=0
p €[-1;1]
Como consequéncia destas restri¢cdes, temos:
a= —ba\/l—ip2

Condicdo de ndo arbitragem em cada vencimento (T) para os parametros [1]:

4
< —
bA+lpD = 7

A desigualdade acima é uma consequéncia da seguinte restricao [2] para a varidncia total,
var(x)T, necessaria para se garantir ndo arbitragem em cada vencimento:

|To,var(x)| < 4, Vx,VT.

Para ilustrar o efeito da variagao de cada parametro no smile, sdo apresentadas a seguir trés
figuras para as quais a curva considerada padrdo possui os seguintes parametros: a = 0,04;
b=04;,0=01,p=004m=0.
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3.2 Interpolacao/Extrapola¢ao no Smile

O objetivo aqui é determinar um valor de ggg por meio da parametrizagdo SVI, dados um valor
de Delta e um prazo T arbitrarios, onde tomamos como padrao a convencgao delta forward.
Para isso, partimos das seguintes convencdes para a taxa forward (F) e para o prémio, V, de
uma opg¢ao vanilla:

F = Soe(ﬁ—rz)T
V= ¢le 2"SyN(pd,) — e KN (¢pd_)] (2)

onde S, corresponde a taxa spot e as convengdes para 1; e , dependem do ativo subjacente:
por exemplo, no caso de opgdes sobre doélar, r; corresponde a taxa de juros doméstica e 5, a
taxa de juros foreign. N(y) é a normal cumulativa, ¢ = 1 para uma opgdo de compra e
¢ = —1 para uma opgdo de venda. K é o preco de exercicio e d sdo dados por:

2
So —r,4+BS

ds = ln(K)+(r1 rt 5 )T

t ogsVT !

gue também pode ser escrito da seguinte forma:

K)— 2
opsVT

d, = ln(£)+iT

com g sendo a volatilidade implicita para o strike K e prazo T. De (1) tem-se que In(F/K) =
—x e 045 = var(x). Assim, d pode ser escrito em fungdo de x:

@y
dy = —2—. (3)
- Jvar(x).T
A partir de (2) e (3), chega-se ao forward Delta, que é dado por:
av av as
Ap =2 =557 = ON(¢d,). (4)

Finalmente, ao se substituir (3) em (4), chegamos a seguinte equagdo, para uma opgdo de
compra:

X — %var(x).T — N~ Y(Ap).{/var(x).T =0, (5)

onde N~1(y) é a inversa da normal cumulativa. Assim, dado um valor de Az e um prazo T, o
correspondente valor de oz = /var(x) é obtido através de um método iterativo que
determina a raiz da equagdo (5), no qual sdo usados os parametros a, b, p,m e g de (1).
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3.3 Restricoes e Interpolacao no Prazo

A interpolacdo da volatilidade implicita no prazo é realizada através de uma interpolacao da
variancia total 0§5T, para cada Delta, como apresentado a seguir [3]:

O-BS(T) \/Tfilf;]11 T;+1 §S(T}+1) +£1-+;7le’; IO-BS( 1) (6)

Assumindo-se que os smiles nos prazos Tj;4 e Tj_; (com Tj,; > T;) respeitam o critério de ndo

. dcall
arbitragem no tempo, —

gue também respeita este critério.

> 0, a interpolagdo por meio da variancia total resulta num smile

Seguindo esta linha de raciocinio, as restricbes no tempo [4] para a parametrizacdao SVI
garantem que a variancia total seja ndo decrescente no tempo:

1741 2 a;T;

Tiyq = 02T;

]+1 +1 = 05 1
varjy 1 Tjyq 2 vary'Tj,

onde var* = a + bao/1 — p? . Desta forma, as restri¢des para os parametros obtidos no prazo
T;,1 dependem dos parametros obtidos para o prazo T;.

4 Implementacao de referéncia

Segue um roteiro com as etapas realizadas na implementacao de referéncia:

Recebimento de informacGes de participantes.
Validagdo absoluta dos dados (ver [6]):
o Critérios de ndo arbitragem em cada superficie recebida dos participantes.

3. Validacdo relativa dos dados (ver [6]):

o Para cada vértice da superficie informado é realizado um teste-t com os dados
dos participantes.

4. Apods as validagcbes dos dados, uma média aritmética é realizada sobre os dados
validados. Como resultado, obtém-se uma superficie de volatilidade em delta e nos
prazos fornecidos pelos participantes.

5. O ajuste para a parametrizacdo do SVI é realizado em cada smile da superficie final
(média dos dados recebidos). No apéndice é apresentado um método de otimizacdo
que pode ser utilizado (secdo A.1), um critério para determinar a precisdo do
otimizador (secdo A.2) e um tratamento para um caso particular (se¢do A.3): quando a
variancia minima observada é muito pequena (S 107°).

5 Resultados

A seguir sdo apresentados dois graficos relativos ao fit de um conjunto de dados de
volatilidade implicita de taxa de cambio. O primeiro apresenta o resultado do fit para a
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variancia em funcdo de x. O segundo apresenta o mesmo resultado para volatilidade implicita
em funcdo do Delta de uma opg¢do de compra. Nele é apresentado também um fit com a
funcdo polinomial quadratica para comparagdo. E possivel notar visualmente a superioridade

do fit obtido com a parametrizagdo SVI.
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Apéndice

A.1 Minimos Quadrados - SVI e 0 Método de Gauss-Marquard

Nesta secdo é descrito brevemente um algoritmo que utiliza o método de Gauss-Marquardt
aplicado a parametrizagdo SVI. Cada smile é definido por um conjunto de dados (x,y), onde x
¢ definido em (1) e y é a variancia obtida a partir da coleta de dados de informantes.

O objetivo do método é minimizar Q@ dado, em cada passo i do método iterativo, por:

Qi(x, By) = [ri(x, B)I'ri(x, B;) = [y —var(x, B)| [y —var(x,B)], (7)

onde var(x,B) é dado por (1) e B;representa o conjunto de parametros {a, b, g, p,m} no
passo i.

Para isso é necessario variar os parametros 8 de forma a atingir este objetivo. O método de
Gauss-Marquardt parte da seguinte expansao em série de Taylor para a fungdo a ser ajustada:

dvar(x,B)

var(x, B) = var(x, B) + ooy —55—= (By = B)-

Definindo-se J por:

dvar(x,B)
By

(7 = Zﬁ:l
é possivel chegar a seguinte igualdade:

Biv1=Bi + I I T ri(x, BY),

que define o método de Gauss. No método de Gauss-Marquardt introduz-se um fator
multiplicativo na diagonal principal da matriz produto [JJ]:

M* =1+ D)[J*I],

com A sendo uma constante tipicamente positiva. Assim, a iteratividade ocorre sobre a
seguinte igualdade:
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Bi+1=Bi+Ag,

com Ap; dado por:

-1
Ag, = (MY) g'r(B)
Os passos do algoritmo podem ser organizados da seguinte maneira:

1) A partir do conjunto de dados (x,y) calculam-se J(B;), ri(x,B;) e,
consequentemente, Q;(x, B;) e Ag;

2) Verifica-se o enquadramento de f;;1 em relagdo as restricdes dos parametros SVI e
calcula-se ;.1 (x, B;+1) €, consequentemente, Q; 1 (x, Bi+1);

3) Enquanto Q;,; > Q;, multiplica-se A por um fator (a) arbitrario, tipicamente a = 10.
Este processo pode ser limitado por um valor arbitrario Ay syimo , também arbitrdrio.
Quando Q;;1 < Q;, reduz-se o valor de A, dividindo-o por «, aceita-se o valor de ;4 e
repete-se todo o processo para este novo conjunto de parametros.

O algoritmo é finalizado em duas situagGes: quando se atinge a precisdo desejada ou quando a
diferenga entre Q;,,€ Q; for muito pequena. Geralmente no ultimo caso a convergéncia ndo é
satisfatoria e a solucdo para o problema se da fazendo-se uma nova escolha inicial para os
parametros da fungao.

A.2 Critério de Precisao para o Método dos Minimos Quadrados

A precisdo absoluta requerida para a fungdo objetivo, Q, da otimizacdo via Método dos
Minimos Quadrados varia de acordo o nivel de volatilidade de cada ativo objeto para o qual é
o método é aplicado. Sendo assim, se faz necessario estabelecer um critério para determinar
uma precisao relativa.

Para facilitar, € adotada como exemplo uma fung¢do objetivo unidimensional:
Q= Zliv=1(3’i - ;)%

onde y; corresponde a um dado, por exemplo de variancia, e v;, a fungdo adotada para
parametrizacdo dos dados. O objetivo aqui é determinar o valor maximo de Q que se admite
para a otimizagao, Q4 , @ partir do conjunto de dados.

Definindo-se o erro maximo, &,4,, dado por:

1-— VYmin

Emax = | ’

Ymin

e assumindo-se que todos os valores de y sdo iguais a V,;,;n ,tem-se:

— 2 2
Qméx - Ngméxymin

Assim, determina-se Qs @ partir de uma escolha arbitrdria para &,4,, por exemplo,
Emax = 2%, e do conjunto de dados: por exemplo, considerando-se um smile com 9 valores de
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volatilidade implicita para os deltas adotados pela BM&FBovespa, cuja volatilidade minima
dentre eles é de 10%, temos entdo Qs = 9.(0,02)2.(0,1)? = 3,6 x 1075,

A.3 Fator de Escala na parametrizac¢ao SVI

Quando os valores de varidncia para um dado smile sio muito pequenos (S 107%), a
convergéncia do Método dos Minimos Quadrados pode ficar comprometida devido a precisao
numérica do software utilizado. Isto pode ocorrer, por exemplo, com os primeiros
vencimentos de opc¢des sobre IDI (indice de Taxa Média de Depdsitos Interfinanceiros de Um
Dia).

Uma possivel solucdo para este problema é criar um fator de escala para estabelecer
momentaneamente um nivel de volatilidade implicita artificial que viabiliza a utilizacdo deste
método. No caso da parametrizagdo SVI, é possivel incluir um fator de escala, y, da seguinte
maneira:

yvar(x) = yogs = ya + b{p(yx —ym) + (rx —ym)? + 252

Realiza-se entdo, a otimizagdo com os dados multiplicados pelo fator de escala, por meio da
seguinte equagao:

var(x) =cd'3s=a +b {p(x’ —m) +(x —m)?2 + 0’2}
onde:
x' =yx

var(x)" = yvar(x)

a =vya
m' =ym
o' =yo

Depois disto, basta reverter os parametros, dividindo-se a,m e o por y. Vale observar que
neste caso os parametros b e p sdo obtidos diretamente, independentemente do fator de
escala.

Para determinar o fator de escala, partimos da seguinte igualdade:
YVmin = Vpadrio»

onde Vyq4r30 € escolhido arbitrariamente, como por exemplo Vpg4ra0 = (10%)?, onde é
admitido um nivel de volatilidade implicita de 10%. Assim, num caso onde a volatilidade
minima observada num dado smile é de 0,1%, temos um fator y = 1 x 10%.
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